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A. Construction der Wurzeln der eubischen Gleichung 


x?— (b+c)x?+b(?e — dx — bi(e—d)e= "2 (B)") 
wo 0<b<e. 


$. 1. 
Geometrische Aufgabe. 


Es seien zwei unbegrenzte Geraden X’Xund Z'Z, auf der 
ersteren ein Punkt d und ausserhalb derselben ein Punkt p 
gegeben: Die beiden Punkte durch einen rechtwinkeligen Linien- 
zug px zd zu verbinden, dessen mittlere Ecken auf jenen Ge- 
raden liegen. 


Um Wiederholungen zu vermeiden, bezeichnen wir im 
Voraus mit: 
w den Winkel XcZ der gegebenen Geraden X'X und Z'Z, 
C ,, Durchschnitt derselben, 


()- (ee X’X gegebenen Punkt, 


® ‚„ Durchschnittsp. d. durch p zu Z' A mitX’X, 


2) »  Fusspunkt des Lothes von p auf Cr) s 
a die Mitte von bee, 
(v) d. Durchschn. d. (Guncenen JHalbirungsl. v.op& bpm.X'X, 
q einen beliebigen Punkt auf X'X, 
r denjenigen Punkt von Z'Z, für welchen X pqr= 9%, 
s einen % IRA 1, Ir RB ==,908, 


„ „ „ „9 % s mit d zus. fällt, 
z den zu x See Punkt r, 


SR ) ", 4 
Ve ) diej.P.q, r,s,f. w.d. Kreis d. (22a)e ; 
in T,, S,5 Im T,» 8 
berührt. 
”) "Der Fall e<b<O lässt sich auf den obigen durch Vertauschung 


von — a und +» zurückführen. 
1 


2 


Die, Punkten von X‘ X entsprechenden Buchstaben mögen 
zugleich die algebraischen Abstände jener von 0—oX positiv 
genommen — bezeichnen, sodass: ; 


(4) =erV(e—b)(e-c) 
und: 


1) =erree=y=- (1). 


In 

Anmerkung: Aus dem sich hauptsächlich mit der Construction der 
(positiven) „Wurzeln“ der cubischen Gleichungen befassenden Werke: L’Al- 
gsebre d’Omar Alkhagyämi, publiee... par F. Woepcke, docteur..., Paris 
1851.“ entnehmen wir in Bezug auf die vorstehende Aufgabe Folgendes 
(S. d. Einleitung sowie 8. 2 u. 8. 93 u. £.): 

Plato reducirt auf dieselbe das Problem „zu zwei Geraden zwei mittlere 
Proportionallinien zu bestimmen.“ Seine Construction ist eine mechanische. 
— In ähnlicher Weise theilt ein arab. Math. eine Gerade so in zwei Abschnitte, 
dass sich das Quadrat des einen Abschnitts zu einem gegebenen Quadrat ver- 
hält wie eine gegebene Gerade zu dem andern. In dieser Theilung findet, 
wie Archimedes gezeigt hat, die Aufg „Eine Kugel durch eine Ebene so zu 
theilen, dass sich die Inhalte der Segmente wie zwei gegebene Geraden ver- 
halten“ ihre Lösung 

Wir werden sehen, dass sich auf die obige Aufgabe die Construction 
der Wurzeln einer beliebig vorgelegten ceubischen Gleichung zurückführen 
lässt. (8. 4, $. 30.) 


8. 2. 
Algebraische Auflösung der Aufgabe des 8. 1. 


Nehmen wir X’oX und Y’opY ! Z’Z als Coordinaten- 
achsen an, so haben wir mit Rücksicht auf die Vorzeichen der 
Strecken in X'X (Fig. 2.): 
GT= E02 4C1.72,09.CT.C0E8, 
s?=cs?+cr?—2.,CS.CrT.coso, 
gq?—=qr’+sr’ und: 
ge? Fes? 7 2.qge6.cs gs‘ 

durch Addition folgt: 


I 008 20T 2.0 con oder: 
1) „er —ge.ces—cer.coso.(g +ecs)= 
Wegen pq || rs ıst: 
09.094 CcrT:08 also: 
2) BO ET-0D.C®. 


Aus 1) und 2) resultirt: 
cs[op.ces—og.qe—ogq.op.cosa.(eq +es)] = 0, 
pP (e—c)+q? (ga —)—g4.b(4 +s—?2 =, oder: 
3) ?—(b re)g’+bAR c—s)gq—b(e-s)e=(0, 


welche Relation auch für s= ec gültig ist, 


B 


Dieselbe gibt, s—= d gesetzt: 
x?—(b+o)x?+b(?ce—d)x—b(e-d)e=0. 
Die Aufgabe lässt also (!) Lösungen zu [$. 28 (1)]. 


8. 3. 


Geometrische Auflösungen der Aufgabe des 8. 1. 
1. Auflösung (Fig. 1): 


Construire für d als Pol die Fusspunktlinie derjenigen 
Parabel, deren Scheiteltangente X'X und Brennpunkt p ist, und 
bestimme die Durchschnitte t dieses Ortes mit Z'Z. 

Diese Curve ist vom dritten Grade. Sie bildetin d eine, die besagte Parabel 
berührende, Schleife und besitzt in der Leitlinie derselben eine Asymptote, 
längs welcher sie sich auf verschiedenen Seiten und nach entgeggs. Richt- 
ungen ins Unendliche erstreckt. |Beides lässt sich leicht geometrisch 
beweisen | 

2. Auflösung (Fig. 2): 

Construire den Ort der vierten Ecke t desjenigen ver- 
änderlichen Rechtecks, das sich mit der ersten Ecke um p 
dreht, mit der zweiten und dritten bezüglich auf X & ZZ 
fortrückt, 

bestimme die Durchschnitte des Ortes (t) mit dem über pd 
als Durchmesser beschriebenen Kreise und von den jenen 
entsprechenden Rechtecken die Seiten: tdz, zx, xp. 
Der Ort (t) lässt sich in verschiedener Weise construiren*): 
1. Modification: 

Beschreibe durch p und f eine Schaar von Kreisen (m,), 
(m;)... uud verzeichne auf jedem die zu den Schnittpunkten 
Gı, Ya... mit X’X diametral gelegenen Punkte t,,t2... 

2. Modification (p. aussh, Z’2): 

Markire auf X'X eine Reihe von Punkten: q,, ga... und 
lege in p und £ die rechten Winkel q, ptı, Qı ftı;5 YQaPpta; 
Gaftz,... an. 

Diese Entstehungsweise der Curve (t) lässt zugleich die Natur derselben 
erkennen. 

Sehen wir nämlich X’X als Träger einer Punktreihe q,,q;... an, so be- 
steht unsere Construction darin, dass wir zwei zu diesen perspectivisch 
liegende Strahlbüschel mit den Mittelpunkten p und f bilden, diese 
Büschel gleichsam um 90' drehen und die Durchschnitte je zweier ent- 
sprechender Strahlen aufsuchen 

Der vorliegende Ort (t) ist also der Durchschnitt zweier projectivischer 
Strahlbüschel, mithin eine durch p und f, ihre Mittelpunkte, gehende Curve 
zweiten Grades und zwar: 


*) Aus dem Folgenden ergeben sich einige Hyperbel- und Parabel- 
constructionen 


1) wenn [_ Xez = 90% 
eine Hyperbel, deren eine aloe parallel zu 4 Z und deren anders 
senkrecht gegen X'X ist. Die Hauptachse ist parallel der inneren, äusseren 
Halbirungslinie des Winkels bei p in dem Dreieck opb wenn p und f auf 
gleicher, entgegenges. Seite von X'X liegen. 

2) wenn LZ X«e2=%0': 
eine Farabel, deren Achse auf X’X senkrecht steht 
Hieraus ergibt sich eine 

3. Modifieation. 

1 IS RZ I, 
so bestimmen wir die h, und h,, zugehörigen Punkte t, und t,, 
(Modif. 2.), errichten in den Mitten von pt, und pt, die sich 
in M schneidenden Senkrechten, ziehen durch M eine Gerade 
parallel zu Z’Z und eine andere senkrecht gegen X’X und con- 
struiren zu diesen Geraden als Asymptoten eine durch p (&. f) 
gehende. Hyperbel. 

Liegt p auf Z'Z, so t,,t, auf ph,, ph, in demselben 
Abstand von p wie der Durchschnitt der durch h,,h, zu 2/2 
Parallelen. 

Dreh 1 Az 008 
so construiren wir die Parabel, deren Achse in der Mitte a von 
be zu X’X senkrecht steht, welche durch p und die auf X’X 
von a im Abstande ap gelegenen Punkten geht. 


Construction der Wurzeln der Gleichung (B). 


Verzeichne auf einer Abeissenachse X’oX die Punkte b, 
c, d, e mit den gleichnamigen Abscissen, den Durchschnitt p 
des über oe beschriebenen Halbkreises mit der in b auf X’X 
errichteten Normalen und nach 8. 3. die Punkte x und z auf 
X'X und ZZ so, dass px und dz senkrecht zu xz stehen, 
so ISt OoxX=x eine Me von (B). Diese Construction liefert 


jede reelle" Wurzel {Vel. 8. 2, 3). 
Directe Ableitung: Die Oiichung (B) lässt sich ER die Form: 


xx —-b)(&x — d)+(d- X? —2bxtbel=t, oder: 
ned. - co) [X - ee 
bringen — Denken wir uns die Grössen b, c, d, e, x auf einer Geraden 


X'oX als Abseissen abgetragen, die Endpunkte mit den gleichnamigen Buch- 
staben und den Durchschnitt des über oe stehenden Halbkreises mit dem 
Lothe in b durch p bezeichnet, so können wir der letzten Gleichung die Fassung: 
xb cd 
xp" dx —- DE 
geben, welche ausdrückt, dass die Ecke z des bei z rechtwinkligen Dreiecks 
xzd, dessen Seite dz || px ist, auf der durch ce zu op Parallelen liegt (\ .z. b.) 


d 


B. Kriterien zur Construction der Wurzeln 
der Gleichung (B). 


S. 5. 


Eintheilung, Hülfssätze. 


l. Die Gleichungen von der Form; 
x—(b+o x? +bRe—d)x—b(ce—d)e=0, ...(B) 
wo = De 
theilen wir je nach der Lage von ce zu 0, b und e in folgende 
Hauptgıuppen ein: 


()= (ob), bis: 
(B)=Obeo); 


jede derselben wieder, den Lagen von d entsprechend, in fünf 
Unterabtheilungen: 


en —(d.c (Wie bis: 


a — (0b eag!. 

II. Zur Ableitung von Kriterien in Betreff der Lage der 
Wurzeln der vorstehenden Gleichungen fassen wir folgende 
Beziehungen ins Auge: 

1) Wird eine Gerade von zwei Transversalen durchschnitten, 
so ist auf derselben, entggs. Seite ihres Schnittpunktes ein 
äusserer Winkel grösser, kleiner als sein innerer Gegenwinkel. 

2) Die von einem Punkte ausserh., auf, innerh. der Peripherie 
eines Kreises nach zwei diametralliegenden Punkten derselben 
gezogenen Verbindungslinien schliessen einen Winkel ein, der 
(=) 90° ist. 

3) Bewegt sich eine Gerade von veränderlicher Länge mit 
ihren Endpunkten p und q auf den Schenkeln eines Winkels 
XcZ der Art, dass cp und X cpg zu, abnehmen, so nimmt 
auch eq zu, ab 

4) Einem Punkte r ($. 1) entsprechen (2 

2 » S » ke 

5) Mit q bewegen sich r und s stetig. 

6) Fällt q mit x, so s mit d zusammen. 

7) Für die Gruppe (2) [S. Fig. 6] bemerken wir in Betreff 
des Intervalls (ec), dass sich eine Figur herstellen lässt, in 
der zwei Punkten q, q, in (ec) ein und dasselbe s entspricht®), 
dass der parallel zu rq gemessene Abstand des Punktes q, von 


Punkte q 


) 
) » » 


6 


sr und mithin auch s von pg, kleiner als rg ist, s also auf 
der negativen Seite desjenigen Punktes | liegt, für den X cpl 


— 90°, dessen Abscisse daher | = e )» ist, 


oO 
ce—b 
. Mittelst 1) bestimmen wir zunächst für Punkte q in den 
durch o, b, e und ce gebildeten fünf Intervallen, für die Fälle 


(®). ; (2) [Fig. 3 u. f.] auf welcher Seite von X’X, ZZ, das zu- 

gehörige r,s liegt, und mit Bedacht auf 2) ob sich r zwischen 

c und r’ oder zwischen r” und Z befindet, oder jede Lage in 
4 

(Ko 2) annehmen kann. 

”) Anmerkung. Dreht sich ein Strahl X's X um einen festen Punkt s, 
so beschreibt der Durchschnitt p der in den Schnittpunkten q,g, des- 
selben mit zwei festen Geraden rt, r, t auf diesen errichteten Normalen eine 
Hyperbel, deren Asymptoten auf jenen Geraden senkrecht stehen. (Der Ort 
von,p ist der Durchschnitt zweier projeetivischer Parallelstrahlenbüschel). 
erselben, 


Sei 
entges. ) Seite von 8 liegen, 


° . . 1 r d 
Diejenigen Strahlen, in denen q und q, auf ( 


liefern Punkte p eines und desselben Zweiges,. 


$. 6. 


Lagenverhältnisse von q, r und s. 


Zusammengehörige Intervalle für 


EEE AIR 


4 al 
GOTT ER el BR BE er er RER 


(6) G + + * + + 3 + * + + + + y + + * * “ + * + g6 
a 
vr + + + 2 + + eo) + + + + + + + + + + + ”) 
2 
b (& + + u) + + + + + + 2 + + + + bb) 


B 
(2) Demi sa + + bb) a 0 BER Ze bi) 
ER + + r>) + h 2 2 * * + + + ®: + 9) 
ex + + + + 99) + + + 2 + * + + + 2 u) 


B ob, + + + + bp) + 2 n2 + + + + % + * + + + + + + » 
© ) b we « + + + + + + + + + C Z ) ; 
e ER + + ’) + + + + er + + + + + + + + + + + + + + + x q 


® 


% 


 Bezeichnen wir mit 4,, 4,,, 9,,, diejenigen Punkte für welche 
os, als Function von o q aufgefasst, ein Maximum oder Minimum 
wird*), so ergeben sich m. Rücks. darauf dass nach Vorstehendem 
in den Fällen 3); (7) & 023) für Punkte q bezüglich 
zwischen 0 & c, 0 & b und O0 & e: r in (er) und für 
solche zwischen e & »: r in (r“Z) liegt; und wegen $. 51. 
(;) in Betreff der Lage von q, 9, & 4, zu be nl, folgende 


Lagenverhältnisse für g,, q, und q,,. 


: a REN) q % nr g Be Ars % « x 


Ge) | = 0.620, C q' m 2 LE Graz? 
2 » » 4, C g, » nr » » pr » » » 
“BB 
( 5, » » g, q, b » I, G » Ir » » » 
(2) » BER (h, » » 6 4, In, € RER 
4 » » (4, » » » G [0 6) 
*) Die Relation zwischen q und s (&. 2. 3.): 
?-(b+Ö)P2+bRAc—Hgya—ble—e=0....... (1) 
gibt: 
ds 392 —2(b+coJga+2be-bs. 
ER b(q— e) 
Somit sind 4,, 9,5 9,,, die Wurzeln der durch Elimination von s aus (1) und: 
392 —2(b+c)a+2be—-bs=0........... (2) 


resultirenden Gleichung: 
f)=2Q? —-(b+c+3e 2 +2(beJeg—bee=0....() 
In der obigen Zusammenstellung haben wir nebenbei Kriterien für die 
Gleichung (3). — Dieselben ergeben sich auch mittelst der Functionswerthe: 
f0)=—bee, 
fe )=—e(e—b)(e— e), 
fb)=b(b—c)(b— e), 
f()=c(c—b)(c—e), 
ar) —e(e—b)[F2Vete-h) +2e-n | >#0 und: 
(4) — (e—b) (ee) | F2V (e-b) e-c)+2e— +0] >d. 
Jene Kriterien zeigen, dass wenn 0 <b < e & ce < e jede Wurzel 


von (3) reell ist. 


) 


Anmerkung: Die für s gefundenen Beziehungen folgen auch direet aus 


der zwischen s und q bestehenden Relation 8. 2, 3) wonach: 


«a -bHAa-gdrbec AU - 9 —L0 und 
44-49 Be)? 24 Iibel 0 
mithin: N 0) a = NS und 
b (ga—e) | 
s— g9-a-Al®—2ba+be] 
b(a—e) ; 


also, s und q als Veränderliche angesehen, 


{a} 
Au 


s über ke) geht wenn q die Werthe (> 4 { 


I © ”. Sat 
) überschreitet 


8.7. 


Bewegungsverhältnisse von o, r und s. 

Mit Hülfe des vorigen $. und der Bemerkungen in &5I. 
können wir leicht entscheiden, welcher Art die Bewegungen 
von r und s sind, wenn g derReihe nach die durch o, b, e, e 
bestimmten Intervalle durchläuft*). 


Dasselbe findet statt, wnınb <0O <e&c < e. 
(3) wird identisch mit: 
rare 


wenn wir setzen: 2a—=b-+te, 
2a= 2a De, 
30 - 21.86 und 
6% 
_t—bhbe 
3e a 
also: Baar vr, 
Be=aHhhy‘, 
BI. 2a ,./228-84\1 
Ve Te : 


"wA=a?—3ß. 


”) ER TEEN? entsprechen Ar, Arın Ir ($- 6) 


Interv. von q. 


l. Bewegung 
Fall IBewegung im| in ders. Richtung 
im 4, — Biune. 


B) 


I. Hin- u. Hergang| Hl. 
im +, 7F Sinne, 


Comb. Bewegung 
aus ]J. und Il. 


min U mm LI _[ILIIÜÜÜÜÜÜÜUIÜÖUU ll LU 


Im 
—- Sinne. 
®) | q 
Sr re 
/ ir. 
E ob. 
be. 
ex. 
a 
TR 
(B) cb.. 
° be.. 
eX, 
N 8 
B ER 
58 en 
ex. 
2 RE A 
Gh, 
(B) be 
4 ee, 
ceX. 


AB: 
26% .xXC 
be Ge rel Te 
RR DR | 
cZ' ex) 
Me: LE 
Z’ Yo Em. Xe 
Yo © ET a SER 
ER ci: GH 
a ER 
x Ley : 
IE NE 
y 2,2). 1 Ke  We 
Mc‘ 
. SE 1) 5 
7'n X6 
RI 
WARE DR. 
Zirer RC, 
SEE, AN, 


S. 8. 


„0 el.» 


er ae aber 


+.» Kr’ YoC 
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. [X '8,,8,,1be 


Kriterien für die Gleichung (B). 
Durch Verbindung der Relation 8. 5 IL 6) mit den sich auf s 
beziehenden Resultaten in $. 7 erhalten wir folgende Kriterien: 
b 


1) 


Ip) 
je 


6.) 


02) 


d G 0 
? 
G d 0 
X ? 
( 0 d 
X fr 
ce 0 h 
X 
ce 0 b 
x 
d 0 G 
0 d & 
? 
0 @ d 
R ? 
0 G b 
x 
0 ce b 


d 


e 


b 
d 


© 


d 


0,8) 


IE RNERTER Ge RER Ba. 
ee f; NER dr r , x k ® Cha ER, R 
Urea 
Du g Dede a.:.b re 
i ? | 7.8 
3 » 0 b d Ö RESERIN 
=. E x u 
4 er Er e b G d e ® 
x ? 
5 » 0 b (4) e d } ® 
x s E ? ? 
(B 0% d  ) ee ve) 
al a 
2 ER) d b e © » 
. ? UNE 
: 3 » 0 b d Bere » 
? UP 
“ we » 0) b @ d 6 » 
? x 
5 » 10) b e G d » 
X X x 


In Betreff der zweifelhaften Intervalle folgt aus 
dieselben durch q,, q,, 9%, q“” in Partialintervalle 
werden, in deren jedem, wenn überhaupt drei reelle 
vorhanden, Eine und nur Eine Wurzel sich befindet 

den Fällen: % BR 


2 


9) i .(B) bezügl. zw. Q, U. 0, 6, bi b | 
pe a 


» ; » = Ur on. | 


‚höchstens Eine reelle Wurzel enthalten 
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C. Bestimmung von Intervallen, in denen 
Fx)=x?’—(b +c)x2 N RR (6) 9) 


wo 


sein Yeichan behält 
9 


Eintheilung, Allgemeines. 


I. Unterscheiden wir je nach der Lage von 0, b, e die Fälle: 


(0) = (be), 
CB), =: (Orb3e) und: 
(BB). .(0fesb) 


von denen wir den Pen, auf A nerechen Wege behan- 
delt haben, und theilen die Fälle (0) und (E) äbnlich wie (B) 
ein und zwar, da die Function: 
F(g)=qQ’-(b+0J)qQ+b@e—d)gq-ble—d)e..() 
sich auf die Formen: 
| g.1gb) (dc) H bie da eat... (2) 
ıa—-b)a-)+d—od[q-2bq+be] .() 
bringen lässt (vergl. &. 4 u. 8 6) 2 in jenen Fällen: 
gq’—?2bq-+be 
nicht wie im Falle (B) stets positiv bleibt, sondern sein Zeichen 
ändert, wenn q durch: 
B, =bF VD) 
on 


geht, die Gruppe (2) je nach der Aufeinanderfolge von ce und 


> b, 0, 8,, °) 

0,81, &%,b,g,, 

in sechs Abtheilungen und jede derselben in Betreff der Lage 
von d in sieben Unterabtheilungen ein. Diese Fälle bezeichnen 
wir durch zwei Indices, ähnlich wie in 9.51. 

Il. Zur Bestimmung von Intervallen, in denen F (q) 
durchweg positiv oder-negativ ist, gibt uns jede der Gleichun- 
gen (2) und (3) ein Mittel an die Hand. Setzen wir nämlich: 
)=(4-)a-b)Aa-)qu-)be—d), | 
,)=-4-Va-M)a-Yl-2bg+bejld J $W 
so folgt: 


*) Die e — 0 entsprechenden Formen, welche durch (0), (B) und (E) 
bezeichnet sein mögen (Vergl.$. 23), lassen sich leicht auf den obigen zurück- 


führen. 


12 


Ist f(q) oder f,(q) positiv, so ist F(q) von Null ver- 


schieden. — Für das erste Intervall hat: 
f(q) das Vorzeichen von F (c - d) wenn b=Z0 
f, (9) > » » ed | ...@) 


Da | 2“ } sein Zeichen ändert, wenn q durch (eh geht 
8.) 
rc 
so bilden (die den einzelnen Intervallen entsprechenden Zeichen 
von ( 2) eine Reihe mit ( y) Folgen, entspr. ( = (3) 

Mit Hülfe von (2) und (3) wollen wir nun für jeden der 
ad I. angedeuteten Fälle den successiven Intervallen die ihnen 
zukommenden Zeichen von f(g) und f,(q) einschreiben. 

Die mit einem oder zwei + Zeichen behafteten Intervalle 
können keine Wurzeln enthalten. 


$. 10. 


Vorzeichen von f(g) und f,(q) für: 
(0) = (bee). 


Also y„ „9 > beibehält, 9 R) , 


Oo q BEE 0 81, e = 
n Home do 44 ++ 4 on 
177 
5 6 d g, b 1) Er er 
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D. Die Zeichen der Coellicienten der aus (() nach 
q—0,b...g,, transiormirten Gleichungen. 


$. 13. 
Die Werthe von F (g), F'(q) u. F'(q) 
wur g-0,b,,.0,. 


Die Function: | 
F()=q’—b+0)qg?+bRe—d)gq—b(ce—d)e 
lässt sich auf die Formen: 
ag Da oO) + be 10 
mi. 
= )aa-Dg V+a-gd-g)d—g,) © 
bringen ($. 9 1.). 
Die erste Derivirte derselben ist; 
Fio)=3qQ 2b +o)agqrbae— (2) 
und die durch 2 getheilte zweite: 


FE" (g)=dg-—- (b+e)=dg Ra. 3.0 0 
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In diesen Ausdrücken haben wir in umgekehrter Reihen- 
folge die Coefficienten derjenigen Gleichung, deren Wurzeln 
um qg kleiner sind als die von: F(x)=0. 


Wir wollen im gegenwärtigen Abschnitte die Vorzeichen der 
Coefficienten der nach q = 0,b..g,, transformirten Gleichungen 
für die in $. 9 I. bezeichneten Fälle bestimmen, um auf diese 
Gleichungen das Fourier'sche 'Transformationstheorem *) anzu- 
wenden. 


Jene Coefficienten **) sind: 


a | Fr) ER F (q) 

0 [30 2ejpme-D ..| be de 
b 3b —?2a|b(b - d) ED) 

c Be —2a ı C—bd., .. .o.leb (ei Al)ke=—e) 

e Be — Daı Ele). ...u »kele—b)(e- c) 

d 3d —2aI(d— b)(3d—Re)| (d—ce)(d g)(d-8,) 
$ır 38, —?2a|ı F 8 SEIEN Be) 

Br 3 8, — 28 2 Sr - | 8 8 b) (Er Sy d) 


*) Sind für die Gleichung des nten Grades: 
n n-l ni n 
Fx)=x-a.x-+ ...(-12.0a,.x+(- 2). —=0 
n-1 


I (a 
die nach Det Ger 
transformirten Gleichungen, d.h. diejenigen, deren Wurzeln um diese Grössen 
kleiner sind als die von F (x) = 0, ferner: 
a Ze Zr 
bezüglich die Anzahl ihrer Zeichenwechsel und: 


© 92 +... & 
| 2 r-1 


die in (gı 9)» (4: 9)». (Yr-1 ge) 
enthaltenen reellen Wurzeln, so ist nach Fourier: 
num 2, ° Deal zn, 
2) Ok = Zk 2,1 —- 2 Ur, 
wo u 0. 
3) entspricht jeder Einheit von u, , u,.. Eine imagi- 


näre Wurzel. 


**) Für die Vorzeichen der in ihnen auftretenden Factoren lassen sich 
gemäss 1) der vorstehenden Note gewisse Beziehungen ableiten. 
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E. Bestimmung von Intervallen &), @=), (2), 
in denen bezüglich Kine reelle, zwei imaginäre, 
zwei reelle oder imaginäre Wurzeln angezeigt sind. 


Die beiden vorigen Abschnitte liefern uns nachstehende 
Kriterien *) für die Formen (C) **) 


$. 17. Kriterien für (0) = (bOe). 


Form. | Lage der Wurzeln zu den Elementen. nothw. u. hinr. Bedingungen. 
Ö e erh le, e con 
11 x Beate FEN RERAC 
x x 
IN IR 
x ?- | F(e)—0O 
er. 0 ne. 
x x x 
Bere eebr 50 ,:g, © 
? X - - - | nicht zugl. 3g, -24a <0u.F'(g)>0 
or x 
? de tc 
rel dr .0rg, te, ; 
? X - - - | nichtzugl. 
x x 
KK x 
en. - - en edaza 
rer 00.5, ey, i 
? X - - - | nicht zugl. R = ? 
Kr x 
a En ee 
e 9,0 8, b 0 Er d en 
? en = TE 
ur x wie ad { 3 
x% x Re \15 
ee Dog, ed, 
3 Ba ten SEN 
3 “on x ” „ 
ok en H \ 


*) Aus denselben lassen sich die Kriterien für die Fälle, wo Gleich- 
heiten zwischen den Elementen oder den in den Bedingungen vorkommenden 
Ausdrücken stattfinden, leicht ableiten. 

**) Eine Form (Ü) geht in eine andere über, wenn man setzt: b=e, 


05, d=—.d ue=e, Für die letztere ist: er) ERIRG vV; (Ce). 
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x 2 “ = - - | d at 2c 
Ss xx | 
S Bay 2 
: ?r - | ED 
a d © b 0 Sr e » | 
3 DESERSNSTEN SEN DES IE 
X > 
RE ? rn PR (e@ VÖ 
g c d.h 0 8 SE, 
x x 
2 a 
g EIAD. SUEOFEE ee, 
xx X -_ - b = 38 


xx X 


g. BD. 2r.% 
ac x - (be 
** x 
g, C b 0 g8,, d e j 
++ x = "= „ 
x* X 
g, C b 0 g,, e d nn 
** x ER „ 
3 X 
d 8, b c 0 8: 8 n 
a I Be a ee 
x x%* 
x Rx 
x ?’-ı Fl <O0, 
EEE TH GO De 
5 x DR =) Be 
x ieh 
x Ri 
x ? - | Fo -0 
2 b d GC 0 7 e n 
x TA 0. er d > 2c 
x k%* 
x Kr 
? - | F'(e)—0 
g b c d 0 8, 8 ”» 
? X s 
x x - - -le—<2au.0>bd 
Ss b C 0 d 8, e ” 
? Rare - 1 c>3%a 
x%* xX 


ee | 


x X 


ZN 
ass, 
8 
- 
Mr 


vr 


81 
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us 


39 
HMKM 


00 
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' e®> bdu, nicht zugl, ! 


3g,,-22 >60, 
% (g,,) > 0 


| F’(e) —0 


5l 


| wie ad °) 


d=>3:c 


nicht zugl. 3g,, -22>=-0 u.F’/g,,) =- 0 


>) 
er" 


Erd BED ET Rn 


x x x 
& 8, b y d 97 e nn 

x x Er 
E 8 b 0 297 d e c ” 

x x x 
6 ee Re Re See > ee, 

x x x 
T 2: D A RR a | 

? X ı- -* - | Nicht zugl. a> 0 u. d=2o 
AR 
SKK x 
x? - - - | 38e-23 —<( u Fie)>V 


B) [oo Rn N e ol 


11. ? x | 
i he x- Je ae 
3, C d 0 b e T 
x ? 
a C v d b Be | 
x 14 | 
Sun C 0 bl Or, | 
x ak | 
Be € v b e d 
x BEENDEN EN 
= > 
(B) 15 d u C b Pa 
21 “= a de 
sek x | 
en 0 d C b CH ;, 
? x ee d> 2 (4 
sek x | 3 
35, 0 C d b Be, 
X ? 
4 I» 0 C b d BI, 
ext, 0 6 b e Be , 
" tn 
X 


Su 


(4) 


Ro 


on 
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”, 


“4 


nu 


N) 


© 


b 

x 
b 

KK 
d 
C 

? 
6 

? 
b 

ck 
b 
d 
e 
e 

x 


rk 


ER 


Kr 


C e 
X - 
X 
© e 
X - 
x 
X - 
[ e 
x 
d e 
e d 
? 
e C 
x 
x 
?x 
e C 
X m 
x 
x 
?x - 
e C 
x 
d C 
x 
€ d 
X 


F(e)<o 


b>2a 


3e-2a < Ou.F‘(e) > O 


de 2.8 


” 


$. 19, 
Kriterien für (E) = (oeb). 


3e-2a < O0uF’(e) > OÖ 


l \ 5 
Form. 'Lage der Wurzein zu den KleuwizB Nothw. u. hinr. Bedingungen. 
2 He ENIEEN E e. 


(7 ae as 


“> 


I 


d 


? 


Ö 


Oo’ 
o' 


5: 


x 


& 


bg, 


b 8, 


b &, 


a 


nicht zugl a > 0u .d <2e 


3e-2a <UOu. File) >d 


Det 


WW 


En 
a Se 
Dr x 
N 
OR Ne a a 
r EUR 
x ® 
ES 
?x 
ee ent beiie, 
x z 
VO rad os DO 
x ® 
Din 0, Ener esbeng,, 
x x 
ER ge RE 
x ® 
RR a a a | 
x x 
0.0 0 obere 
En Klee u = 
? Sa Bere! 
a 
?x 
Dun EEE OT DE Se 
? DE NE 
y x 
? & 
Sy 
Pr ren 
07. 8 dee, 
x ® x 
EN A Ri a N 4 
x x 
Virgin Bess chirsm. 
x x 
Bag. Nese binden, 
x x 
Ds BD 
x x 
( ) ” d 0 8 e 6 b 8: 
41 ER 
Ex 
DL tt 
x ? 
Bed a euere Bo, 
’ N 
URX 
was 
X PER UN, mliee 


- | de -22 —0u.F fe) 0 


e d>3t 


‚se - 23 —0u.F’(e) =0 


” 


„ 


—_ 
fs —— 


' nicht zugl. ce = zau.c? 


-bd 


ae) 
„Q 
\ 
=) ! 
a 
\ >) 
a 
I 
> saln 
= 
A 
er) (>) 
ni 
\ ® 
5 
& S 
aı Er) 
Ne 
SS 5 
e Li 
=> 
e8; a N 
on 
ı ı 
m ı 
a 
a 
* 
ı * 
© 
a 
rD 
&0 
HN. 
je) 


rR) 


2 


vB) 


je) 


o = 
| 
\ \ 
TI FE 
=. Se 
E Fi 
3 3 
=) o 
} 
‚\ & \ ® © 
\: ale = am ale 
r \ 2 \ j 
8 &n \ 
en Be) 62 en rS 
Sa N ef) ı Sı n n 
| ı -ı j zu z ne! 
je) on En {=1 0) 
ı ) ı ı ı rg 
Diet or ou r En 
x x ER 
EB a a © o 
Se * 
! E3 ! * As 
o_ BR B- Be) Re} 
a x r 
rg! o! {eb} © © 
” % 
[) % ı * 
&n &0 &n &n en) 
a u > KMMMHR “X 
> De fan) Se =, an) > 
r“ 
er + 19 © I 


8 
lm 8 
\ im 
Be) Di) 
re! 
= Bar ar 
© ee Eee] 
ı 1 
eR ru 
* 
= ı 
Fe) PM Re) 
* 
I 
© {eb} 
” MM 
&0 &0 
% % 
A * 
oO x) 
As 
= oO 
ET N as} 
Es 
See 


nicht zugl. 3: 
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F. Anwendung der Kriterien in E auf die Gleichung: 


E(x)=x’—-ox’+8x -7=0..(6)* 


$: 20. 
Identifieirung der Form (&) mit (C) (Absehnitt E.). 


Die beliebig vorgelegte cubische Gleichung: 
Erh)=x’— ax?’ +ßx —y= Ka Na 1169, 
wird identisch mit: 
x — (b+e)x?+b(2c-d)x --b(e—-d)e-=0,. . (©) 


wenn: a =b-+e, Ä 
B =bfRe-d), | 
web (6-gQ)e; 


also: & | 
Ben. 2 
2 
Dl=arv 
Ca ra, 
d =%-8 und: / @) 
3 | 
3 —- Y he 
& = v2re’ | 
wo: Ee=-B -"d—- m <v<+m, | 


oder auch, b als Parameter angesehen: 


— o<b<+m, 
en 


NE A 


b 
ERT. 
#b) 
(8) 
Br 'E )(b 2; d,)(b—0),,) 
EB =-atTVY_: u 


€ a _ az, ! 


*, Wir beschäftigen uns nur mit denjenigen Formen (G), welche (rei oder 
zwei Zeichenwechsel haben, die übrigen lassen sich leicht auf jene zurückführen. 
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Zu jedem b gehört Eine Form (C). Jeder Gleichung (G) 
entsprechen also unendlich viele Formen (0). 
81 ) N Ver ee i F (b) 
so liegt eine Korm (B) vor ($. 5 I, 8. 9 I); wenn und 
nur wenn F(b) und F(0) —- F(b) dasselbe Vorzeichen, 
also das von ! (0) haben. Ein einer Form (B) angehöriges 
b lässt sich nach folgendem Schema bestimmen: 


ee ee, — Ey 
b bs, bs, 
N (5) 


F(0)—F(b) 
Bezeichnet r eine positive, zu 3 hinlänglich kleine Grösse, so genügt 


b=-+r wenn die Zeichen von — a,8, —y: 
ee? ir 5 I ; Q0Er Ze sind, 


b=-—-r in den übrigen Fällen. 


$. 21. | 
Abhängigkeit der in E vorkommenden Grössen von b. 


I. Aus $. 20.3 folgt: 


2 
a=— (220 +5), I 
©:8 
d—2c= 7 
2 8 | 
d-loi=- A ab + ) und: | 
@—bd-3 (b2— Mn: 


Mithin hat, wenn b von — ® bis + ® wächst: 


anfänglich d, d— Sound e”—bd das Zeichen +, | . 


22 d er, 2 © 05 Ss von B. 
d ändert sein Zeichen fürb = 0,a # \ (5) 


d Rz 2 C „ „ ER) „9 0, ; 
d — © , er) „ N: 0, + v} und: } (3) 


173 
c—bd „ „ „ „939% ei 
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Der Coefficient von x in der nach q transformirten Gleichung ist: 


2a ©) 4 
4 pn ee u A a mn Me EZ De ei De Ben En Eu DT Dez; 
F@=3(7-F ı+5) @) 
also F’ (q)>- O für jedes q, wenn A — 0 und: 
halb ; 
„ =0, ER 3 enerhalt dE (e, e‘) wenn A 0, (5) 


er '\_% vı 
wo: A\=a?—3ß und ()=2# = 


II. Wächst b stetig von — © bis + ©, so ändern sich 
d und e wie folgt*): 
1. Aenderung von d. 
a) Ist 8<0, so nimmt d beständig ab: von + 
bis — », von + » weiter ab bis wieder — », 
b) Ist8 > 0, so nimmt d ab von +» bis2(« + V2B), 
gehtzurück nach + &, nimmt weiter zu von — © 
bis 2(« — VW 28), schliesslich wieder ab und zwar 
b3)° 
2. Aenderung von e. 
a) Ist y > 0, sonimmt e beständig zu, ab, während 
b das Intervall (— »,a), (a, + ©) durchläuft. 
b) Ist „ < 0, so findet das Gegentheil statt. 


$. 22. 


Kriterien für die Gleichung: 
2— u? +Bx—r7=0..(O). 


Die Formen (G) theilen wir je nach den Zeichen von 
— a, + ß, —y in folgende Gruppen ein: 
= +, M-(- ++), 1) =-4—-H&UN=--—+) 

Behalten wir die Bezeichnungen in $.20 sowie $.211.(5) 
bei und verstehen allgemein unter: 'q, q’ eine, q auf der negati- 
ven, positiven Seite unendlich benachbarte Grösse, so fliessen aus 
den Kriterien des Abschnittes E folgende Special-Kriterien, in 
denen die fettgedruckten Buchstaben den Elementen b ent- 
sprechen. 


*) Wir denken uns die reelle Zahlenreihe im Unenulichen geschlossen. 
4 
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(G) | | Lage der Wurzeln zu den Elementen. tothw u. hinr. Bedingungen. 
(I) (a Re a U a | = @ 
ey 
43.30 05, Di 2 Bi Y 
kr X [ Y 77 
5 0 u.t— oder 
Kr ; Be) 
UUDBı: 2 a et‘, Male e, 
(1) 3 £ 
+4 X 
ee ee ne = 
? x u 
ik X 3 
(1 HAT BODEN, ee 
» » € 
xE X 
rt 
x ER 
| Oo Mer an 
? x ERLR 
Ex b5) 
x 
x RR 
3 „ 0 8, d L a a 8, ” a 
E Mr !<0ug> oder: 
Zr hr = 
x => N>0 „8 > e' 
x ? 
4 „ 0 8 ! d a A Er ” 
x K- „ „ N 
x 2 
x Ir 
e<0 (> ” 0:9 On ir ” 
(I) ? u 
0 ” / 8, 0 a a d 8 2) 
22 & 
? X 
m HB) ,„ 0 07a» - 
11 B 
x 2 
nn ee 
x ER . ° D « « A m — 0 
BU BA NS, 0000 0er : 
ci) IN x 
„ „ 0 2a a d _ er 
x #ik 
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« 4 
elle! man dir Lu REDDIT a a Bin Da nr N ee EL EI Te ee et et auch 


(G) | Lage der Wurzeln zu den Elementen. Tothw. ı. Hinr. Bedingungen. 


B . Er. 
(3) 2.0. ne 
x r* 
X ? Kl ee e' 
Y & 
( A) BE UmSaE ara a7 To 
[3207 x E x & 
ae in, ! An ih, Ak But es, 
x I % 


B 
a 
w) 
X ER 
T x f >00 u, Y 0’ 
6 ) „ Ö, — d () , nn „ ß 
2 x 2) 
(8) 4 
(s) „ d 8 a a U: ©) EL un 
[e2 
X KR 
>.@ xH+ 
x 7 a —ip 
n & 
ererade. ae 07: n x 
X ER 
x Hk : 
X 2! | 
: 3 
B 1 
(IV) (35) BEN) 08, A - nn 
X st ar WE > 217% i 0?>-ß, 
we 7 
x Pe © SE a er ee Be < e_‘ 
45 „ U 0% AR [24 (0.0) „ 
ß 
x x x 
B 
Be „ Ö, | () D IN 9 
X ? 
B BE a 
(6) 2 ß » 
X +3 
5 * ne NN d . 
> E% 
x p) tag 
& 


( E ) b)) 16) g 4 ‘A a’ Er d es 
[03 
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Für die mit (IV) bezeichnete Gleichung (G) sind, falls z —< «ist [Vergl. 
obig. Krit. al: 


b>=- Ko biete Be g, rl) 


die Elemente einer der Br Gleichungen: 


a 
Ki 13,14,15 ° 26,297 ° 36,37 46,47 " 56, 57 (E) 


Die Gleichung (G) besitzt also in diesem Falle drei reelle, durch jene 
Werthe von einander getrennte Wurzeln. 


9: Be Be Y (er)= Ver b’—y 
Zub=_ gehörene=a—b,d=a—2b,e= I &(f \=bF (Bi 


$. 23. 


(G) Die zu der Gleichung (6) gehörenden Formen ((). 


45 47 a0, ( 


A 
8 re Sep en 
Ve 


2 

En 2 En: 
(D 

() 

(Ö "a en. (a 


; 


° B\ı. 
ee 34 ‚35 la 
al gt vo 


. . . . O\ 
(I) en RE (er 


\ - ; a 
21 , 22 31. .833 41... 44 531..5 N 


mı 20.0 


OÖ ; Ö 

(1) I Re a En 

B : - B\. 

I go, 35 ie 

E 2 . . ° E.\. 

Fe Mose ıaı wa... 27 Ind anlase, u’ (47) 
{LV) Ye es yo 


je) 
— 
. 
= 


16) . 
. 47 56 „57 I) 


Die Anzahl der reellen Wurzeln von (C) ist ohne Weiteres aus Abschn. 
E. zu ersehen in folgenden Fällen: 


(G) Die der Gleichung (G) entsprechenden unzweifelhaften Formen (C). 


B3° 4B,*%, 
kan) ; 4 


E\. 
E 2} . . . E\. 
(II) ee Bo a, 47 56.5‘ 7) 


Sean 
am | (B)* 
): 


0); 0), 
B ; bla: ee 

Be: ,, 5 ($) 
(E ; ; ; ; ; (E). 
et ee ddr... 87 45 ...47 56 ,„ 97 67 


Die mit einem Sternchen bezeichneten Gleichungen haben nur Eine 
reelle Wurzel.*) 


*) In den übrigen Fällen (C) entscheidet $. 28 (1)., falls das betreffende 
Kriterium des Abschnitts E. zweifelhaft ist. 
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(. Berechnung der reellen Wurzeln von (@). 


$. 24. 
Lage der Wurzeln zu: a, «, ,, ,,, £ ur 


Die reellen Wurzeln x der Gleichung (G) lassen sich 
gemäss der aus $. 20.3) fliessenden Relation: - 


nach welcher: wenn b=x, auch.b=e und 
„ b=e, „ e=x  ıst, 
naherungsweise berechnen. 
Hiernach bestimmen wir zunächst d. Lage d. Wurzeln zu: 


b 0, o| a a 4 
re 
a Bi : 


[Vergl. 8.27 11,2 u. 3], indem wir in jedem der Fälle, welche 
durch die Aufeinanderfolge dieser Werthe bedingt sind, den 
Parameter b die successiven von 0, 0,a,ö,u,d,, gebildeten In- 
tervalle durchlaufen lassen. [$. 21 Il. (2)] 


Wurzelintervalle (h ].). (G) 
| ge> 0) 
(e.0) 0 ; 7 a A (0 0) . [0 ®. T 
ß & 
: | ei 
BR 
XXX | 
„ 0 + a & & „ 2 
X 
xX X 
s BD rn 3 
B & 
x 
08 x 
@ 0 a 7 o Ä : i 2 
& 
x 
9) 
„ 0 a 2: a ” A 22 
8 & 
„ 0 a a n z » 5) 
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Wurzelintervalle (ll). (G) 
@ u 0m. Ö, a. 8m, a @ 
ö B (1) 
x 1 
XX yR | 
„ al 0 Ö, s. a Ö,, & „ 2 
€ 8 
2.8 
„ se 0 Ö, a 2% Ö,, & „ | 
8 
ex 
” Ü 0 d, a Ö,, I D „ 4 
E B 
pt 
” a 0 ö, a d,, & Bi „ 8 
€ ß 
x 
) BT 0 a a &® Ee>0 
a - (II) 
” 2 0 u Ö, a Ö,, & ER Ee<0 
p i I 
x X ei ) 
„ Ye 0 Ö, ee a Ö,, %& „ D) 
B & 
xX X 
„ 3 0 Ö, a 4 u a „ 3 
X 
RX xx 
” @ 0 Ö, a ur ei. a „ 4 
ß € 
x 
„ AS 0 Ö, a Ö,, 1% SH „ 5 
ß | & 
X 
© Ö, a BEr0 + r Ö,, a» Be 
xXX 
” Ö, a A 0 3 Ö,, 44 „ 12 
& ß 
„ ö, a a 0 $,, 4 Ki „ 2 
E ß 
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Wurzelintervalle (|). 


© a SL ee 2 
€ ß 
x x x 
” ö, 0 I a Hi * ,, 
€ ß 
xX x x 
„ ö, 0 4 a a I d, 
£ ß 
x x X 
” ö, 0 1 a a d,, a. 
& ß 
X xX X 
„ 6, 0 a 3 z “ Oi 
€ ß 
x x x 
(ee) 6, 0 a I a a Ö,, a» 22 
8 B 
X 
xX xX 
x xX 
” ö, 0 a a & ö,, a ” 3 
£ ß 
x 
x xx 
5 Ö, 0 a a 7 de Ö,, is 31 
5 ß 
x 
x xx 
h; Ö, 0 & a 7 D;; I „ 32 
e ß 
X 
iE) ß, 0 a % ö,, a 2 » 4 
£ ß 
x 


Die vorstehenden Kriterien finden in $. 22 ıhre Bestäti- 
gung und Ergänzung, 


$: 25. 
Eintheilung der Wurzelintervalle (I, 1.). 


Die Intervalle (l, 1) theilen wir nach der gegenseitigen 
Lage der entsprechenden von b und e, die mit 
| (b, b.) & (e, &) 
bezeichnet sein mögen, und der Anzahl der in ihnen enthaltenen 
Wurzeln wie folgt ein, wobei wir u die Bedeutung in $. 28 
beilegen: 


Te En ET ee EWEVEEEEEEEEEESESESSESEEEEESEBEREEESNEEREEE, 
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1) (b, b;) & (e, e,) sind gleichgerichtet. 


(6) | Bezeichn. v. (ı 12). ı Nothw. u. hinr. Bedingung. 
(I) !bı(er XıXxax e,)b; 3 I K—0;.>0;1—<a 
” bi (ey, x b,)e, 4 a ” ’ » ma — 
| ; ns, echo 
| 
(Al) 5 + Ö, » ’ en. Als ! —o, 
(III) h) 3 Ö,, < 5 3 — Ö,, 
fi . 7 7: N 
(IV) 2 — © oder 8 Dr B) „a — 4 — a—1—) „ 
| 5 
= „ # 7 e2) ;,a— = ZZ 0 —. 
-E 7 h 
b5 T 5 „ et erg 
et & ß 
(II) | e,(bı „b.)e | an, e0, Tg 
& 
(IV) x Ö,, ü eg 
> ” 
ß 
51) 65) a a 7 en » KR 7 
I: 1%) 
Be ; 
(D) |bı (ce .„&)b> ge wre, ta 
ö € 
(IV) n 4 g: a— 1 — 1 a 
& 3 


2) (bı b,) & (e, e,) sind entgegengesetzt gerichtet. 


(G) ezeichn, v. (hı 1,).. | B..l:; Nothw. u. hinr. Bedingung, 
Pe Ve en ST re rer nm an E mer re En en 
(I) &(bı , &ı)b; a. e>0,4=<a< 1-<au 
” „ a 2 a —< 4 
» bı (e „eı)b; | r: e N ink 
(I) 4 R 0 
(IV) „ 1 = 7 4a 
& PD ß 
() &(bı „ bı) eı ao >0,1<a;a<T 
N & 
n 67) G,, & 
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13 Nothw. u. hinr. Bedingung. 
0,8 e<0,1=3, 
€ 
| © 6, 
9 | 
La | —=( out 
8 $ ß B 
: 0 de 
Ta 0,4, - I1=<a 
” men = 
& T ß 
$. 26. 


Darstellung der Wurzeln von (&) dureh Kettenbrüche. 


Bezeichnen wir mit 2, , Za.... beliebige Grössen ın den, 
durch die Wurzeln der Gleichung (G) gebildeten, Partialinter- 
vallen von (l, 1,), so dass: 

era ee 2 9... x 


so können wir uns jeder der reellen Wurzeln x von (@) 
sowohl auf der negativen als positiven Seite mittelst eines und 
nur eines der Kettenhrüche: 


1 Y 
und: E, =—- 
& es 


() (Ir) 


2) 
a 
2, 


eı (bi x ba) &; eb. = B 
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wo; a= —-,e=8- 8», H(b)=b’-ab+B,y=r 


und z einem der an x grenzenden Intervalle zugehört, bis zu 
einem beliebigen Grade der Genauigkeit annähern, wenn wir 
nur m hinlänglich gross nehmen. 
Sind die, x enthaltenden Intervalle (b, b,) und (e, &,) 
[$- 25], gleich gerichtet und liegt z in dem x vorangehen- 
den, folgenden Partialintervalle, so nähert man sich x 
beständig auf der negativen, positiven Seite. 
Sind (b, b,) und (e, e,) entgegengesetzt, so findet die 


Pr positiven, negativen 
Annäherung an x abwechselnd auf der ee en Dove 


» “ untere . 
Seite statt, wenn z eine () Grenze von x ist. 


Bezeichnet‘x,x‘ eine, der Wurzelx auf der negativen, positiven 
Seite unendlich benachbarte Grösse, m und n eine unendlich 
grosse Zahl, so ergeben sich für x folgende Darstellungen: 


1. (b, b,) & (e, &) sind gleich gerichtet. 


(l, 1.) | Untere und obere Grenzen der Wurzeln in (l, 1). 


m m 


DR: zı 9 X eB, ‚ = E,, ae u 


b, (e x Xq b,) & "x 7 E,, ‚X = E,, : "xy ei B = B,, 5 


b, (e x ®,) b, Bere L,,. 


2. (b, b,) X (e, &) sind entgegengezetzt gerichtet: 


| 
Row. u. Hinr. Bedingung. | Untere Grenze: ‘x. | Obere Grenze: x‘, 


1 2 Di 2n 2n—1l ' 
Bı. a A E,, m. Rz Nr | E,, 

1 2 2n 2n—] 
Eı, EU B,, Wr: zı . . Zı 

2 1 2n—l 2n 
Bene, Eu F 

p) 1 a! 2n 
Deerze lu... Born Bi: 


Findet ad 2. die G) Bedingung nicht statt, so die >) 
und umgekehrt, 


m 


4.4 


S. 27. 
Näherungsprineip. 


I. Voraussetzungen: 

1) Seien (u, us) und (v, v3) zwei beliebige Intervalle zwischen 

— © u.—+ © mit dem gemeinschaftlichen Intervall (I, 1). 

2) Jedem u in (u, u,) entspreche ein und Ein v in (v, Y,) 
und umgekehrt. 


3) Jede ( nahme von u, v in jenem Intervall habe 


entweder eine Zu- oder eine Abnahme von v, u im 
Gefolge. 
4) Wenn (u, u,) und (v, v,) entgegengesetzt sind, so möge 
es wenigstens Ein Paar zusammengehöriger Werthe: 
U, , Vv, geben, sodass mit v, = u, nicht u, = v; ist. 
5) xı 5 X . . . seien solche Grössen, in denen zwei sich 
entsprechende Werthe von u und v zusammenfallen. 
6) 2, , Za . . . beliebige Grössen in den successiven von 
X) , Xg « ‚, gebildeten Partialintervallen von (l, l,), sodass: 
Hemmoor... 
n n n+t1 
7) Die Abhängigkeit von u und v sei ausgedrückt durch 
jedes der Symbole; 
In, v=e0, weX(v), v2 
IH. Unter den obigen Bedingungen lässt sich jede in (I, 1) 
enthaltene Wurzel x, der Gleichung : 
I Hr,x) 2 
durch eine und nur durch Eine der Functionen: 


“ibm 


Dr ax|x.. x em 


yA 


wer 


darstellen, wo m eine unendlich grosse Zahl bedeutet: 


l. (u, %) u. (v, v,) sind gleichgerichtet. 


Bezeichnung von (l, 1) | Untere u. obere Grenzen der Wurzeln. 
Vı (u, x x x v2) Ua "xy aeg Um h) Rus ea Un 5 "X = Vm $) Xa' = ar ect. 
I ei Zi Za Za 73 
v, (u u 
= ( ä X X... a „ ” „ ” ” 
u} (vj x x Y) Us RS vn, Ra VYm A Un we Um : 
1 2°» 2k-+; Z4 2a Zu Z3 
u KiKa u u;) Yı „ „ >) „ „ 


2k 
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n 9A | IA in | 
SA en en Er | 
m 'A (m) (4) | 
EA en (EA) (*n) 
ya <n az x n alla en “zZ >. In N 
dan Er Wr DE En BE m | IA (n x 'n) TA 
9A 9n in PA | 
“n SA EA en | 
ya n (A) (m)’po(m) | 
en “A (en) (&A) 
»A in X 4 ’n ala on x y/ In ar 
SA en "n EA I 
("A) ('n) . = | 
(*o) ("A) "po (%a) in A | 
Zn IA %y x in zn FA SZ X 4 In A ® 
nl! m) Ca 
DA ’n ın Ir \ J 
en Ei SA "n | 
(’n) a) pol) | m Zn | 
(A) (n) | Er en 
zn ’A x Y/ m <ilen AU, x Y In N 
ZAa—=x Zı — 
en ER | Een > | Si D 


:X uoA Sunffjegsieg Inz egewauyds 
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-98u® 95 8 UI Jop aut jne nu x yaIs sseT — (Z 95 '$ ur d9p Sofeue Ist oronıqusggoy} y9ınp 
(?] ') ur ppzn y APP Sunjjogsaeg AT] :424y9LI93 4249593u93a3ju9 purs (3 9) pun (?q !q) "& 
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$. 28. ° 
Trennung der reellen Wurzeln von (G). 


Die Annäherung an die Wurzeln von: 
Fr)=zt?—oaxt+ßBx—y=0 ....(G 
mittelst des Princips in &. 27 (Vergl. $. 24 bis $. 26) erfordert 
1) Die Bestimmung der Anzahl der reellen Wurzeln*), 
2) Für den Fall dreier reeller Wurzeln die Trennung**) 
derselben, d. h. die Aufsuchung von Grössen, welche 
in den von jenen gebildeten Intervallen liegen, 
ad 1): Die Gleichung F (x) = 0 hat (!) reelle Wurzeln, 


wenn v=v2—49=0, (1) 
wo > „= a —533 und: { 
= Iaß + Wy=2ar—3(0B— 97). z 


*) Die Anzahl der imaginären Wurzeln der Gleichung: 
—] n— 
x+Ax -—Ax FR + 
—l 
ist nach Borkkardi gleich der Zahl der Zeicheimari in der Reihe der 
Determinanten: 


So; So Sı ’ So Sı PER EN 5 Ss! ’ 
0 1 n—1l 
Sı 8 Sı Sa 83 i 
Ss S3 8 
Ss Seen 
‚ n—l n 2n—2 
< 
wo allgemein: s=2 (x, st As 1...A s{rA=0mıA =; 
Y r 1ir-l r—l 1 r nm 


”*) Zur Trennung der Wurzeln einer Gleichung des nt" Grades haben 
wir ausser dem Fourier’schen Theorem (Note zu &. 13) En Lehrsatz von Sturm: 


n et a 
Im ner Kein: + .(— > axt(-Na, 
a n—2 
2—1l n—2 n—3 ee 
X=enx —am-VNa*x +0-)arx. ee) a; 
i 1 n—1 n—2 1 
sind ferner: Kin RR ae 
2 3 n 


die negativen Werthe der ersten Reste, die sich bei Aufsuchung des 
grössten gemeinschaftlichen Masses von: 
X und X X und X, X a 
1 1 2 


n—? n—1 
ergeben , so hat die Gleichung: X=0 in einem beliebigen Intervall 
(dı 92) so viele reelle Wurzeln als beim Uebergang von dı nach 
in der Reihe: - 
NR Re 
1 2 n 
Zeichenwechsel verloren gehen. 
(Für die Gleichung: 8 — ax? -ßx— y=0 ist: 


R=2Ix —(aß—9,) und R—=— [$- 28. (1)].) 
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Bemerkenswerth sind folgende Ausdrücke für u: 


E =(aB 9? 4-39 Bay-- 


= a9) + Er — N, 


= RP —-Iay) dB — a) +y(d4y— a). 
ad 2): Zu den Werthen: 


die Lage der Wurzeln folgende: 


Bedingungen. I»; Prn | Pr pr | a pt E 


ERBRR S | 
ER PL 

A>O,u<0,v<0l. AL) RENK | 

» » rel, DEN, ;.. “1 + Xg 4 0. Xg 

» u>0,v<O x 

» A NT N: a MR x 


Ist  < 0, so sind zwei Wurzeln imaginär; die reelle 
Wurzel ist: x=p, je nachdem v=0, 


l 


| 
Die Kriterien (1) und (2) lassen sich leicht mit Hülfe des 
Fourier’schen Satzes nachweisen, wenn wir beachten dass: 


Brake vo le aeg 

I er =) ya 04 
er Er) > A und: (3) 
BIC a u SE Fe 


(Vergl. die Note zu 8. 13). 


Zu den sich auf u <0O beziehenden Kriterien in (2) werden wir geführt 
durch die Construction der Wurzelausdrücke: 


I ER: 
= —ecosf 120°+ ;) und: 

x | 3 ( 3 

X =atews], 


0: ARE | 
Ni a ur und r <180°; 
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. ER : : h 
indem wir — als Abscisse construiren, aus dem Endpunkte derselben mit ge als - 
[9] 


Radius über der X Achse einen Halbkreis beschreiben, den Bogen r, für den 


VB . D D . D . ° .. 
ORT — 5), ist, in drei gleiche Theile theilen, die Bögen: 
e 
T T 
12045 120°, ae 
sowie die Projectionen ihrer Endpunkte bestimmen, deren Abscissen die verlangten 
Wurzeln und zwar bezüglich x, < x <, x, sind. 
Bezeichnen wir nämlich von der Linken zur Rechten die um 30° abste- 
henden Punkte des Halbkreises mit: 
Pır » Pı,» P > Do b) Ds 2, D- ’ 
so liegen jene Eindpunkte: 
1) wenn r>- 90°, bezüglich in (p,,, BP»), (PoPp‘) und (p'p”), 


2) „own ” ” (Pı pP); (P, Po) ” (Ber p“') ’ 
die Wurzelpunkte also in den Projectionen dieser Kreisintervalle. 


8. 29. 
Zurückführung von (6) auf die Form: 
nnd) sed 
Aus der ersten Relation in $. 28. (3) folgt, dass sich die 


Wurzeln der Gleichung: 
xI — ax? +ßBx 


„oo 


mittelst der von an sy—n, oder: 
n?®—6n?+9n —n —= (0 
| 5 &) 
wo . [7 = 33 9 
und zwar durch: ee 117 ne Se) 
3 | 


ausdrücken lassen, wenn %, u und y die Bedeutung im $. 28. (1) 
haben. 


Die reellen Wurzeln von (N) sind nach $. 26 durch folgende Ketten- 
brüche darstellbar: 


_m 7 + RER 
gm 


[m-ı 3]? 2 Br Er m—1) 


Ni Ik eu 1 
el va 
vu? 


a 


wo allgemein 9, = 
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Gemäss $. 28. (2) ergeben sich wie folgt 


die reellen Wurzeln von (6): 


TRETEN BEUTE SS a RABIER NITETTTT IST TER DNEEIGUT CEST TEE ET ER STRIKE CR ER EEE EEE EEE TEN TEE FT ERS 


Bedingungen. Wurzelausdricks.. 42 Ka Re, (2) 
Oo 17 ae 
re a ee: A«Yn.wo3<n<4 
Xo eh) 2 » » » 0) ER 12 1 
ER -- » » le a Pe 
» » ee a) Se Be » » BIAM » » 
Naın » » » Nent 
Rn + » » » Eh a a 
» Bela leg — 21 — 8 » » 2L<n<o& 
D) » Dr 9) x » r Y » » » 2) D) 
| u 
REN, (u = 0), ER I E == Pr — 3 -A, Y-n » @ <n 0 
. : 
v ( » ), ? > 0 EN er D: » » » » » » 
2 
: bie 
WO: n (n en: 3) - u; — [N Er RE Zr rer: (3) ) 


Diese Formeln eigenen sich zu einer Ueberschlagsrechnung, 
indem man n leicht durch Probiren angenähert bestimmen kann, 
bei Anwendung der Kriterien der Abschnitte: E und F oder 
der Kettenbrüche in G. 


Auf obige Darstellung lässt sich auch eine logarithmetische Berechnung 
der reellen Wurzeln der cubischen Gleichungen (G) gründen, welche vor der 
bisherigen den Vorzug verdienen möchte, und zwar mit Hülfe einer Tabelle 
für: log (n) und log [n {n — 3) ?], sowie der Formeln: 

xs—-°% + . num log (2 logd + 210g n) | und: 


fi —— 


[9] P] 
logn=2log(+ v) —3log}, 
wenn .—=-0, oder: 


N : an z num log e log (— I) + =: log (— n)) und: 


log (-m)=2log (+ v)—3log(- N), 
wenn A\— 0 ist. 


*) H. F. Kertz, Major... in Darmstadt, hat in Grunert’s Archiv für 
Mathematik und Phys. Th. 42 und 44, in seiner Abhandlung: „Ueber die 
Beurtheilung der Wurzeln einer vorgelegten eubischen Gleichung“ (Th. 41, 42 
und 44) eine Tabelle für 7=n? - 6n?--9n berechnet. 
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8. 30. 

Construction der Wurzeln der Gleichung (©). 

Zur näherungsweisen Bestimmung der reellen Wurzeln 
von (6) [$- 20], wie überhaupt einer algebraischen Gleichung, 
besitzen wir mehr oder weniger brauchbare Hülfsmittel ın ‚den 
Methoden zu ihrer Construction®), 


*) Dem arabischen Mathematiker Omar Alkhayyami (Vergl. die An- 
merkung zu &. 1 sowie die Abhandlung von Dr. F. Woepcke: „Notice sur un manu- 
scrit arabe....“ in Crelie’s Journal, Bd. 40) gebührt das Verdienst, zuerst in 
nie Weise die cubischen Gleichurgen geometrisch gelöst zu haben. 
Seine Constructionen der (positiven) „Wurzeln“ mit Hülfe von Kegelschnitten, 
wenngleich von geringem practischem Werthe, machen dem Verfasser alle Ehre. 
— Ein besonderes Interesse gewähren die guometrischen Kriterien in Betreff 
der Anzahl der „Wurzeln“. 

[Mehrere Jahrhunderte später (1545) veröffentlichte Cardan in seiner Ars 
magna dienach ihm benannte Formel zur algebraischen Auflösung der eubischen 
Gleichungen, welche zuerst Scipio Ferreo (1505), später Tartalea entdeckt hatte] 

Von den späteren Constructionsmethoden ist die Centralregel des Cartesius 
(Descartes) hervor zu heben, welche, in der Durchschnittsbestimmung einer 
beliebigen Parabel mit einem Kreise bestehend, die reellen Wurzeln der all- 
gemeinen biquadratischen, mithin auch cubischen Gleichung liefert. 

Descartes hat auch für die Gleichungen des sechsten Grades eine geome- 
trische Auflösung gegeben, welche die Verzeichnung einer parabolischen Conchoide 
erfordert und zwar den Durchschnitt eines Strahlenbüschels mit einer Schaar 
congruenter Parabeln, deren Achsen einstimmig zusammen fallen, welche beiden 
Büschel in der Art zugeordnet sind, dass ein Strahl die Achse X’X in einem 
Punkte trifft, der von dem Scheitel der entsprechenden Parabel innerhalb der- 
selben den (positiven) Abstand c hat. Die Gleichung jener Curve in Bezug 
auf X'X als Abseissenachse, die durch den Büschelpunkt B zu ihr Senkrechte 
als Ordinatenachse ist: = 

Yhy—pey+bep=epyx, See 
wo b die Ordinate von B bezeichnet. 
Die Ordinaten der Durchschnitte dieser Conchoide mit einem durch: 


Ben: (Ver ze A... 
dargestellten Kreise sind die Wurzeln der Gleichung: 


vs 2aytBy° - ta TE 


wenn: Deo pee den P: ae en Be. | | 
as--A\1 a NE | 1 > 
> 12 io 20 VE) \ 


Damit p reell ausfalle, und von der Conchoide nur Punkte auf der posi- 
tiven Seite von X’X zu construiren sind, führen wir mit Descartes die beliebig 
vorgelegte Gleichung des sechsten Grades auf eine Form (3) zurück, deren 
Coefficienten abwechselnd positiv und negativ sind und in der B>== a? ist. 
(Vergl. „die Aufl. d. Gl: des 5. u. 6. Grades durch Construction nach Descartes 

.von Grunert“ im XXVM.. Theil seines Journals der Math. u. Phys.) 


al 


Vor den bekannten Methoden zur Construction der Wurzeln 
einer eubischen Gleichung möchte die sich aus $. 4 und 8. 20 
3) und 5) ergebende in so fern den Vorzug verdienen, als sich 
bei Anwendung der Kriterien in E (Vergl. Abschnitt F.) die 
Anzahl der zu construirenden Curvenpunkte auf ein Minimum 
reduciren lässt. 

Jene Kriterien möchten zugleich die Construction mittelst 
der Curve, deren Gleichung in Bezug auf rechtwinkelige 
Coordinaten: F(x)=s’—ox?’+ßx-—y 
ist, zu einer praktisch brauchbaren machen, zumal die den 
Grössen b, c. . ($.20) entsprechenden Funetionswerthe ($, 13): 

Fb), Fo)... „F@), F@,) 
sich einfach durch dieselben ausdrücken. 
Für ein beliebiges q ist: 
FgQ)=F()+F.(q, 
wo die einzelnen Bestandtheile (8. 21): 
FgQ)=aa—-b)(g4—e) und: 
2a lg) — bc age) 


sich leicht logarivhmisch berechnen lassen. 
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Die in Vorliegendem abgeleiteten Resultate möchten, 
wenn es sich um die Berechnung der reellen Wurzeln einer 
cubischen Gleichung handelt, auf Kosten ihrer Selbständigkeit, 
am zweckmässigsten zu einer Ueberschlags- oder Proberechnung 
dienen. 

Dieselben lassen sich auch für die biquadratischen Gleich- 
ungen nutzbar machen. Wir bemerken hierzu: 

Ist: Ex)=x—Ax’+Bx2—-Cx+D=0..,...(0) 
eine beliebig vorgelegte Gleichung des vierten Grades und 
setzen wir: 


1 1 | 
“= 7A,8=,B,y=1C ud 8-D, 0 


so stimmen die Üoefficienten En x3, x? und x! in derjenigen 
Gleichung, deren Wurzeln um eine beliebige Grösse q kleiner 
sind, als die von (1), abgesehen von dem Factor 4, mit denen 
von x, x!, x m der aus 

xooX +ßx——y=0..2.. 00000085 (3) 
durch Transformation nach q gebildeten Gleichung überein (8. 13). 
Das von x freie Glied: 


F(g=gq: - saq’+ 2 - Ay 
können wir auf die Form: 


F(a=q?(a—h)(q -k)+P(gq—D(q — m) 


bringen, wo: 


4yl--6 “ 4 
P Ber h’-zah+28, 
2 ZA aa 
han (7) -: HP‘), 
at ;) P (4) 
Eu 
3 — 002 
| Sara 22» und: 
P 
Dee 
m P . 


l 

Da F(g) als die erste Derivirte eines beliebigen Polynoms 
des fünften Grades angesehen werden kann, dieses sich auf eine 
ähnliche Form bringen lässt und zugleich die erste Derivirte 
eines allgemeinen Polynoms des sechsten Grades ist u. s. f, so 
möchten auch die Gleichungen vom fünften und höherer Grade 
in analoger Weise zu behandeln sein; ob die Zweckmässigkeit 
aber nicht bereits beim dritten Grade aufhört, müssen wir dahin 
gestellt sein lassen. 


-——— Hmm — 


11, 
32. 
. 44. 
.48. 


Druckfehler. 


3. Z. v. u. lies (Ö), (B), (E). 
VE v 
NE 
2 3 
6. Z. v. o. Statt: und Ein lies: und nur Ein. 


Dr Und Voaia: les 


In dem 3. Wurzelzeichen v. u. lies ym-ı- 


